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习题 1
在库伦规范下，矢量场的模式展开写为（相对论性归一化）

A⃗(x) =

∫
d3k

(2π)32ωk⃗

∑
λ

[
ϵ⃗ ∗
λ (k⃗)aλ(k⃗)e

−ik·x + ϵ⃗λ(k⃗)a
†
λ(k⃗)e

ik·x
]

(1)

其中 λ 是极化指标，求和仅对两个物理极化进行。从场的等时正则对易关系[
Ai(x⃗), π

j(y⃗)
]
=
[
Ai(x⃗), E

j(y⃗)
]
= i

(
δji −

∂i∂
j

∇⃗2

)
δ3(x⃗− y⃗) (2)

计算产生湮灭算符的对易关系。

解：

由矢量场算符的模式

A⃗(x) =

∫
d3k

(2π)32ωk⃗

∑
λ

[
ϵ⃗ ∗
λ (k⃗)aλ(k⃗)e

−ik·x + ϵ⃗λ(k⃗)a
†
λ(k⃗)e

ik·x
]

(3)

其中 ωk⃗ = |⃗k|，得到

∂0A⃗(x) =

∫
d3k

(2π)32wk

(
−iωk⃗

)∑
λ

[
ϵ⃗ ∗
λ (k⃗)aλ(k⃗)e

−ik·x − ϵ⃗λa
†
λ(k⃗)e

ik·x
]
. (4)

那么，∫
d3xeip⃗·x⃗A⃗(x) =

∫
d3k

(2π)32ωk⃗

∑
λ

∫
d3xeip⃗·x⃗

[
ϵ⃗ ∗
λ (k⃗)aλ(k⃗)e

−ik·x + ϵ⃗λa
†
λ(k)e

ik·x
]

=

∫
d3k

(2π)32ωk⃗

∑
λ

[
ϵ⃗ ∗
λ (k⃗)aλ(k⃗)e

−iω
k⃗
t · (2π)3δ(3)(p⃗+ k⃗) + ϵ⃗λa

†
λ(k⃗)e

iω
k⃗
t · (2π)3δ(3)(p⃗− k⃗)

]
=

1

2ωp⃗

∑
λ

[⃗
ϵ ∗
λ (−p⃗)aλ(−p⃗)e−iωp⃗t + ϵ⃗λ(p⃗)a

†(p⃗)eiωp⃗t
]

(5)

则

ϵ⃗ ∗
λ (p⃗) ·

∫
d3xeip⃗·x⃗A⃗(x) =

1

2ωp⃗

∑
r

ϵ⃗ ∗
λ (p⃗) · ϵ⃗∗r(p⃗)ax(−p⃗)e−iωp⃗t +

1

2ωp

a†λ(p⃗)e
iωpt

⇒
∫

d3xe−ip·xϵ⃗ ∗
λ (p⃗)A⃗(x) =

1

2ωp⃗

e−2iωp⃗t
∑
r

ϵ⃗ ∗
λ · ϵ⃗ ∗

r (−p⃗)ar(−p⃗) +
1

2ωp⃗

a†λ(p⃗)

(6)
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同理， ∫
d3xe−ip·xϵ⃗ ∗

λ (p⃗)∂0A⃗(x) =
−i
2
e−iiωp⃗tϵ⃗∗λ ·

∑
r

ϵ⃗∗r(−p⃗)ar(−p⃗) +
i

2
a†λ(p⃗). (7)

所以产生算符可以由场算符表示为，

a†λ(p⃗) =

∫
d3xe−ip·xϵ⃗ ∗

λ (p⃗) ·
(
ωp⃗A⃗(x)− i∂0A⃗(x)

)
= −i

∫
d3xe−ip·xϵ⃗ ∗

λ (p⃗) · (iωp⃗ + ∂0) A⃗(x)

= −i
∫

d3xe−ip·xϵ⃗ ∗
λ (p⃗) ·

←→
∂ 0A⃗(x).

(8)

同理，

aλ(p⃗) = i

∫
d3xeip·xϵ⃗λ(p⃗) ·

←→
∂ 0A⃗(x), (9)

则初始时刻的产生湮灭算符为

a†λ(p⃗)t=0 = e−iHta†(p⃗)eiHt = a†(p⃗)eiωp⃗t

= −i
∫

d3xeip⃗·x⃗ϵ⃗ ∗
λ (p⃗) · (∂0 + iωp⃗) A⃗(x⃗)

(10)

和

aλ(p⃗)t=0 = a(p⃗)e−iωp⃗t = i

∫
d3xe−ip⃗·x⃗ϵ⃗λ · (∂0 − iωp) A⃗(x⃗) (11)

注意到对于自由场 Ei(x) = −∂0Ai(x)。于是等时对易子可以表示为[
aλ(k⃗), a

†
λ′(k⃗

′)
]
t=t1

=
[
aλ(k⃗)t=0, aλ′(k⃗′)t=0

]
=

[
i

∫
d3xe−ik·x⃗ϵ⃗λ · (∂0 − iωk) A⃗(x⃗),−i

∫
d3x′eik⃗

′·x⃗′
ϵ⃗ ∗
λ′ ·
(
∂0 + iωk⃗′

)
A⃗ (x⃗′)

]
=

∫
d3x

∫
d3x′e−ik⃗·x⃗+ik⃗′·x⃗′

[
ϵ⃗λ ·
(
−E⃗(x⃗)− iωk⃗A⃗(x⃗)

)
, ϵ⃗ ∗

λ′ ·
(
−E⃗ (x⃗′) + iωk⃗′ · A⃗(x⃗

′)
)]

=−
∫

d3x

∫
d3x′e−ik⃗x⃗+x⃗′k⃗′x⃗′ (

iωk⃗′ϵ
i ∗
λ′ ϵλ,j

[
Ai (x⃗

′) , Ej(x⃗)
]
+ iωk⃗ϵ

i
λϵ

∗
λ′,j

[
Ai(x⃗), E

j (x⃗′)
])

=−
∫

d3x

∫
d3x′e−ik⃗ ·x⃗+ik⃗′·x⃗′

(
iωk⃗′ϵ

i∗
λ′(k⃗′)ϵλ,j(k⃗)iP

j
i δ

(3)(x⃗− x⃗) + iωk⃗ϵ
i
λ(k⃗)ϵ

∗
λ′,j

(
k⃗′
)
iP j

i δ
(3) (x⃗− x⃗′)

)
=−

∫
d3xei(k⃗

′−k⃗)·x⃗
(
iωk⃗′ϵ

i∗
λ′(k⃗′)ϵλ,j(k⃗)iP

j
i + iωk⃗ϵ

i
λ(k⃗)ϵ

∗
λ′,j

(
k⃗′
)
iP j

i

)
=(2π)3δ(3)

(
k⃗ − k⃗′

)
ωk⃗P

j
i (k⃗)

(
ϵi

∗

λ′(k⃗)ϵλ,j(k⃗) + ϵ∗λ′,j(k⃗)ϵ
i
λ(k⃗)

)
(12)

注意到 P j
i (k⃗) =

∑
λ=± ϵ⃗ ∗

λ,i(k⃗)⃗ϵ
j
λ (k⃗) =

∑
λ=± ϵ⃗ j∗

λ (k⃗)⃗ϵλ,i(k⃗) 则

P j
i (k⃗)ϵ

i∗

λ′(k⃗)ϵλ,j(k⃗) = P j
i (k⃗)ϵ

∗
λ′,j(k⃗)ϵ

i
λ(k⃗) = δλλ′ (13)

综上有 [
aλ(k⃗), a

†
λ′(k⃗

′)
]
t=t1

= δλλ′2ωk⃗(2π)
3δ(3)

(
k⃗ − k⃗′

)
(14)
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习题 2
设 U(ω) = exp

(
i
2
ωµνM

µν
)
定义了一个无穷小洛伦兹变换，其中 ωµν = −ωνµ 是反对称张

量。按照矢量场在洛伦兹变换下的定义式：

U−1(ω)Aρ(x)U(ω) = Λ(ω)ρσA
σ
(
Λ−1(ω)x

)
(15)

其中 Λ(ω)ρσ = δρσ + ωρ
σ ，求

[Mµν , Aρ(x)] (16)

解：

对于无穷小变化，左边为

U−1(ω)Aρ(x)U(ω) ≈ Aρ(x)− i

2
ωµνM

µνAρ(x) +
i

2
Aρ(x)ωµνM

µν

= Aρ(x)− i

2
ωµν [M

µν , Aρ(x)]
(17)

右边为

Λ(ω)ρσA
σ
(
Λ−1(ω)x

)
≈ (δρσ + ωρ

σ) (A
σ(x)− ωµ

νx
ν∂µA

σ(x))

≈ Aρ(x) + ωρσAσ(x)− ωµνxν∂µA
ρ(x)

= Aρ(x) + ωµν (−xν∂µAρ(x) + ηµρAν(x))

= Aρ(x) +
1

2
ωµν ((x

µ∂ν − xν∂µ)Aρ(x) + (ηµρδνσ − ηνρδµσ)A
σ(x))

(18)

因此，

[Mµν , Aρ(x)] = i ((xµ∂ν − xν∂µ)Aρ(x) + (ηµρδνσ − ηνρδµσ)A
σ(x)) . (19)

记 (J µν)αβ = i(ηµαδνβ − ηναδµβ) 与 Jµν = i(xµ∂ν − xν∂µ), 即洛伦兹群的两种表示。则上式可以
写为

[Mµν , Aρ(x)] = JµνAρ(x) + (J µν)ρσ A
σ(x) (20)

习题 3
接上题，对 Aρ(x) 在洛伦兹规范下作模式展开。计算

[
Mµν , a(k⃗, λ)

]
和
[
Mµν , a†(k⃗, λ)

]
,

其中 λ = 0, 1, 2, 3 是极化指标。

解：

场方程 ∂2Aµ = 0 的解可以模式展开为

Aµ(x) =

∫
d3k

(2π)32ωk⃗

3∑
λ=0

[
ϵ∗µ(k⃗, λ)a(k⃗, λ)e−ikx + ϵµ(k⃗, λ)a†(k⃗, λ)eikx

]∣∣∣∣∣
k0=ω

k⃗

(21)
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因为∫
d3xe−ip⃗·x⃗Aµ(x) =

∫
d3k

(2π)32ωk⃗

∑
λ

∫
d3xe−ip⃗·x⃗

[
ϵ∗µ(k⃗, λ)a(k⃗, λ)e−ikx + ϵµ(k⃗, λ)a†(k⃗, λ)eikx

]
=

1

2ωp⃗

∑
λ

[
ϵ∗µ(k⃗, λ)a(k⃗, λ)e−iωp⃗t + ϵµ(−k⃗, λ)a†(−k⃗, λ)eiωp⃗t

]
(22)

即 ∫
d3xeip·xAµ(x) =

1

2ωp⃗

∑
λ

[
ϵ∗µ(k⃗, λ)a(k⃗, λ) + ϵµ(−k⃗, λ)a†(−k⃗, λ)e2iωp⃗t

]
(23)

则易求，

a†(p⃗, λ) = −i
∫

d3xe−ip·xϵµ∗(p⃗, λ)
←→
∂ 0Aµ(x)

a(p⃗, λ) = i

∫
d3xeip·xϵµ(p⃗, λ)

←→
∂ 0Aµ(x)

(24)

于是，[
Mµν , a(k⃗, λ)

]
=

[
Mµν , i

∫
d3xeik·xϵρ(k⃗, λ)(∂0 − iωk⃗)Aρ(x)

]
=i

∫
d3xeik·xϵρ(k⃗, λ)

[
Mµν , (∂0 − iωk⃗)A

+ρ(x)
]
+ i

∫
d3xeik·xϵρ(k⃗, λ)

[
Mµν , (∂0 − iωk⃗)A

− ρ(x)
]

(25)
其中,

A+µ(x) =

∫
d3k

(2π)32ωk⃗

3∑
λ=0

ϵ∗µ(k⃗, λ)a(k⃗, λ)e−ikx (26)

A−µ(x) =

∫
d3k

(2π)32ωk⃗

3∑
λ=0

ϵµ(k⃗, λ)a†(k⃗, λ)eikx (27)

不妨记 αµ(k⃗) =
∑

λ ϵ
∗µ(k⃗, λ)a(k⃗, λ). 那么第一项中∫

d3xeik·x
[
M ij, A+ρ(x)

]
=

∫
d3xeik·x

(
J ijA+ρ(x) +

(
J ij
)ρ

σ
A+σ(x)

)
=

∫
d3xeik·x

(
J ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

) ∫ d3p

(2π)32ωp⃗

ασ(p⃗)e−ipx

=

∫
d3p

(2π)32ωp⃗

ασ(p⃗)
(
J̃ jiδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)∫
d3xei(k−p)x

=

∫
d3p

(2π)32ωp⃗

ασ(p⃗)
(
−J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)
(2π)3δ(3)(p⃗− k⃗)ei(ωk⃗

−ωp⃗)x
0

=

∫
d3p

(2π)3
(2π)3δ(3)(p⃗− k⃗)

1

2ωp⃗

ei(ωk⃗
−ωp⃗)x

0
(
J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)
ασ(p⃗)

=
1

2ωk⃗

(
J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)
ασ(p⃗)

(28)

其中记 J̃µν ≡ i(pµ ∂
∂pν
− pν ∂

∂pµ
), 同时利用了 J̃ ijωp⃗ = 0。
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相似地，可以验证 [
M ij, Eρ(x)

]
= J ijEρ(x) +

(
J ij
)ρ

σ
Eσ(x) (29)

则 ∫
d3xeik·x

[
M ij,−∂0A+ρ(x)

]
=

∫
d3xeik·x

[
M ij, E+ρ(x)

]
=

∫
d3xeik·x

(
J ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

) ∫ d3p

(2π)32ωp⃗

(iωp⃗)α
σ(p⃗)e−ipx

=

∫
d3p

(2π)32ωp⃗

(iωp⃗)α
σ(p⃗)

(
J̃ jiδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)∫
d3xei(k−p)x

=

∫
d3p

(2π)32ωp⃗

(iωp⃗)α
σ(p⃗)

(
−J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)
(2π)3δ(3)(p⃗− k⃗)ei(ωk⃗

−ωp⃗)x
0

=
i

2

∫
d3p

(2π)3
(2π)3δ(3)(p⃗− k⃗)

(
J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)
ασ(p⃗)ei(ωk⃗

−ωp⃗)x
0

=
i

2

(
J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)
ασ(p⃗)

(30)

所以，

i

∫
d3xeik·x

[
M ij, (∂0 − iωk⃗)A

+ρ(x)
]
=
(
J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)
ασ(p⃗) (31)

同理，

i

∫
d3xeik·x

[
M ij, (∂0 − iωk⃗)A

−ρ(x)
]
= 0 (32)

i

∫
d3xe−ik·x [M ij, (∂0 + iωk⃗)A

−ρ(x)
]
=
(
J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)
α∗σ(p⃗) (33)

i

∫
d3xe−ik·x [M ij, (∂0 + iωk⃗)A

+ρ(x)
]
= 0 (34)

进而， [
M ij, a(k⃗, λ)

]
= ϵρ(k⃗, λ)

(
J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)
ασ(p⃗) (35)[

M ij, a†(k⃗, λ)
]
= ϵ∗ρ(k⃗, λ)

(
J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)
α∗σ(p⃗) (36)

即 [
M ij, a(k⃗, λ)

]
= ϵρ(k⃗, λ)

(
J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)∑
λ′

ϵ∗σ(k⃗, λ′)a(k⃗, λ′) (37)[
M ij, a†(k⃗, λ)

]
= ϵ∗ρ(k⃗, λ)

(
J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)∑
λ′

ϵσ(k⃗, λ′)a†(k⃗, λ′) (38)

而对于

[M0j, a(k⃗, λ)] =i

∫
d3xeik·xϵρ(k⃗, λ)

(
J0jδρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
(∂0 − iωk⃗)A

σ(x)

+ i

∫
d3xeik·xϵρ(k⃗, λ)(i∂

j)Aρ(x)

(39)
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∫
d3xeik·x

[
M0j, A+ρ(x)

]
=

∫
d3xeik·x

(
J0jδρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
A+σ(x)

=

∫
d3xeik·x

(
J0jδρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

) ∫ d3p

(2π)32ωp⃗

ασ(p⃗)e−ipx

=

∫
d3p

(2π)32ωp⃗

ασ(p⃗)

∫
d3x

(
i(−ix0pj + ixjωp⃗)δ

ρ
σ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
ei(k−p)x

=

∫
d3p

(2π)32ωp⃗

ασ(p⃗)ei(ωk⃗
−ωp⃗)x

0

(
(x0pj − iωp⃗

∂

∂pj
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)∫
d3xe−i(k⃗−p⃗)·x⃗

=

∫
d3p

(2π)32ωp⃗

ασ(p⃗)ei(ωk⃗
−ωp⃗)x

0

(
(x0pj − iωp⃗

∂

∂pj
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
(2π)3δ(3)(p⃗− k⃗)

=

∫
d3p

(2π)3
(2π)3δ(3)(p⃗− k⃗)

(
(x0pj + i

∂

∂pj
ωp⃗)δ

ρ
σ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
1

2ωp⃗

ασ(p⃗)ei(ωk⃗
−ωp⃗)x

0

=
1

2ωp⃗

(
(2x0kj + iωk⃗

∂jασ(k⃗)

ασ(k⃗)
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
ασ(k⃗)

(40)

与

−
∫

d3xeik·x
(
J0jδρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
∂0A

+σ(x)

=

∫
d3xeik·x

(
J0jδρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
E+σ(x)

=

∫
d3xeik·x

(
J0jδρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

) ∫ d3p

(2π)32ωp⃗

(iωp⃗)α
σ(p⃗)e−ipx

=
i

2

∫
d3p

(2π)3
ασ(p⃗)

∫
d3x

(
i(−ix0pj + ixjωp⃗)δ

ρ
σ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
ei(k−p)x

=
i

2

∫
d3p

(2π)3
ασ(p⃗)ei(ωk⃗

−ωp⃗)x
0

(
(x0pj − iωp⃗

∂

∂pj
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)∫
d3xe−i(k⃗−p⃗)·x⃗

=
i

2

∫
d3p

(2π)3
ασ(p⃗)ei(ωk⃗

−ωp⃗)x
0

(
(x0pj − iωp⃗

∂

∂pj
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
(2π)3δ(3)(p⃗− k⃗)

=
i

2

∫
d3p

(2π)3
(2π)3δ(3)(p⃗− k⃗)

(
(x0pj + i

∂

∂pj
ωp⃗)δ

ρ
σ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
ασ(p⃗)ei(ωk⃗

−ωp⃗)x
0

=
i

2

(
(2x0kj +

ipj

ωk⃗

+ iωk⃗

∂jασ(k⃗)

ασ(k⃗)
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
ασ(k⃗)

(41)

那么，

i

∫
d3xeik·x

(
J0jδρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
(∂0 − iωk⃗)A

+σ(x) =

(
(2x0kj +

ikj

2ωk⃗

+ iωk⃗

∂

∂kj
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
ασ(k⃗)

(42)
于是，

i

∫
d3xeik·x

[
M0j, (∂0 − iωk⃗)A

+ρ(x)
]
=

(
(2x0kj +

ipj

ωk⃗

+ iωk⃗

∂

∂kj
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
ασ(k⃗) (43)
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第二项中∫
d3xeik·x

[
M0j, A−ρ(x)

]
=

∫
d3xeik·x

(
J0jA−ρ(x) +

(
J 0j

)ρ
σ
A−σ(x)

)
=

∫
d3xeik·x

(
J0jδρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

) ∫ d3p

(2π)32ωp⃗

α∗σ(p⃗)eipx

=

∫
d3p

(2π)32ωp⃗

α∗σ(p⃗)
∫

d3x
(
i(ix0pj − ixjωp⃗)δ

ρ
σ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
ei(k+p)x

=

∫
d3p

(2π)32ωp⃗

ασ(p⃗)ei(ωk⃗
+ωp⃗)x

0

(
(−x0pj + iωp⃗

∂

∂pj
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)∫
d3xe−i(k⃗+p⃗)·x⃗

=

∫
d3p

(2π)32ωp⃗

ασ(p⃗)ei(ωk⃗
+ωp⃗)x

0

(
(−x0pj + iωp⃗

∂

∂pj
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
(2π)3δ(3)(p⃗+ k⃗)

=

∫
d3p

(2π)3
(2π)3δ(3)(p⃗+ k⃗)

(
(−x0pj − i

∂

∂pj
ωp⃗)δ

ρ
σ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
1

2ωp⃗

ασ(p⃗)ei(ωk⃗
+ωp⃗)x

0

=
1

2ωk⃗

(
(−iωk⃗

∂jασ(−k⃗)
ασ(−k⃗)

)δρσ +
(
J 0j

)ρ
σ

)
ασ(−p⃗)ei2ωk⃗

x0

(44)

−
∫

d3xeik·x
(
J0jδρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
∂0A

−σ(x) = − i

2

(
(− ikj

ωk⃗

− iωk⃗

∂jασ(−k⃗)
ασ(−k⃗)

)δρσ +
(
J 0j

)ρ
σ

)
ασ(−k⃗)ei2ωk⃗

x0

(45)
那么，

i

∫
d3xeik·x

(
J0jδρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
(∂0 − iωk⃗)A

−σ(x) =

(
− ikj

2ωk⃗

)
ασ(−k⃗)ei2ωk⃗

x0 (46)

于是，

i

∫
d3xeik·x

[
M0j, (∂0 − iωk⃗)A

−ρ(x)
]
= 0 (47)

所以，

[M0j, a(k⃗, λ)] = ϵρ(k⃗, λ)

(
(2x0kj +

ikj

ωk⃗

+ iωk⃗

∂

∂kj
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
ασ(k⃗) (48)

同理，

[M0j, a†(k⃗, λ)] = ϵ∗ρ(k⃗, λ)

(
−(2x0kj +

ikj

ωk⃗

+ iωk⃗

∂

∂kj
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)
α∗σ(k⃗) (49)

综上所述，[
M ij, a(k⃗, λ)

]
= ϵρ(k⃗, λ)

(
J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)∑
λ′

ϵ∗σ(k⃗, λ′)a(k⃗, λ′) (50)

[
M ij, a†(k⃗, λ)

]
= ϵ∗ρ(k⃗, λ)

(
J̃ ijδρσ +

(
J ij
)ρ

σ

)∑
λ′

ϵσ(k⃗, λ′)a†(k⃗, λ′) (51)

[M0j, a(k⃗, λ)] = ϵρ(k⃗, λ)

(
(2x0kj +

ikj

ωk⃗

+ iωk⃗

∂

∂kj
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)∑
λ′

ϵ∗σ(k⃗, λ′)a(k⃗, λ′) (52)

[M0j, a†(k⃗, λ)] = ϵ∗ρ(k⃗, λ)

(
−(2x0kj +

ikj

ωk⃗

+ iωk⃗

∂

∂kj
)δρσ +

(
J 0j

)ρ
σ

)∑
λ′

ϵσ(k⃗, λ′)a†(k⃗, λ′) (53)
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习题 4
接上题, 设 k⃗ = (0, 0, 1) 。定义角动量算符 J i = 1

2
ϵijkMjk, 其中 ϵijk 是三维空间的完全反

对称张量, ϵ123 = 1 。求 [
J3, a(k⃗, λ)

]
和
[
J3, a†(k⃗, λ)

]
(54)

解：

[
J3, a(k⃗, λ)

]
=
[
M12, a(k⃗, λ)

]
= ϵρ(k⃗, λ)

(
J̃12δ

ρ
σ + (J12)

ρ
σ

)∑
λ′

ϵ∗σ(k⃗, λ′)a(k⃗, λ′) (55)

而由于 k⃗ = (0, 0, 1)，[
J3, a(k⃗, λ)

]
= ϵρ(k⃗, λ) (J12)

ρ
σ

∑
λ′

ϵ∗σ(k⃗, λ′)a(k⃗, λ′)

= iϵ1(k⃗, λ)
∑
λ′

ϵ∗2(k⃗, λ′)a(k⃗, λ′)− iϵ2(k⃗, λ)
∑
λ′

ϵ∗1(k⃗, λ′)a(k⃗, λ′)
(56)

[
J3, a†(k⃗, λ)

]
= ϵ∗ρ(k⃗, λ) (J12)

ρ
σ

∑
λ′

ϵσ(k⃗, λ′)a(k⃗, λ′)

= iϵ1∗(k⃗, λ)
∑
λ′

ϵ2(k⃗, λ′)a†(k⃗, λ′)− iϵ2∗(k⃗, λ)
∑
λ′

ϵ1(k⃗, λ′)a†(k⃗, λ′)
(57)

量子场论的洛伦兹规范要求
∑

λ a(p⃗, λ)k
µϵµ(k⃗, λ)|Ψ⟩phy. = 0, 不妨取 ϵµ(k⃗, λ) = δµλ，那么[

J3, a(k⃗, λ)
]
= iδ1λa(k⃗, 2)− iδ2λa(k⃗, 1) (58)

和 [
J3, a†(k⃗, λ)

]
= iδ1λa

†(k⃗, 2)− iδ2λa
†(k⃗, 1) (59)

习题 5
接上题, 定义 a±(k⃗) = ± 1√

2
[a(k⃗, 1) ∓ ia(k⃗, 2)], a†±(k⃗) = ± 1√

2

[
a†(k⃗, 1)± ia†(k⃗, 2)

]
。证明

a†±(k⃗) 产生一个具有确定 z 方向角动量的态, 并求其螺旋度。

解：

[
J3, a±(k⃗, λ)

]
= −a±(k⃗, λ) (60)

[
J3, a†±(k⃗, λ)

]
= +a†±(k⃗, λ) (61)

因此 [
J3, a±(k⃗, λ)

]
|0⟩ = −a±(k⃗, λ)|0⟩ = J3a±(k⃗, λ)|0⟩ (62)

[
J3, a†±(k⃗, λ)

]
= +a†±(k⃗, λ) = J3a†±(k⃗, λ)|0⟩ (63)

所以 a†±(k⃗) 产生一个具有确定 z 方向角动量为 +1 的态, 其螺旋度 h = J ·k
k

= J3 = 1。
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习题 6
通过诺特定理推导无质量矢量场的能量动量张量 Tµν 。请判断你所求出的能动张量是否

是对称张量？是否是规范不变的？

解：

时空平移变化下 δµAν = ∂µAν，

T µν =
∂L

∂ (∂µAλ)
∂νAλ − ηµνL = −F µλ∂νAλ +

1

4
ηµνFλκF

λκ (64)

非对称张量，非规范不变。实际上 T µν + ∂λ(F
µλAν) 才是对称且规范不变的量。

习题 7
计算高能极限下 e+e− → γγ 的树图散射振幅和微分散射截面 dσ

d cos θ , 其中 θ 是出射光子

相对入射方向的夹角。在高能极限下，电子质量可设为零。

解：

iM(e−(1)e+(2)→ γ(3)γ(4)) = −e2εµ3εν4 v̄2
[
γν

(
p/1 − k/3

t

)
γµ + γµ

(
p/1 − k/4

u

)
γν

]
u1

(65)

对于
iM−+λ3λ4 =− e2 ⟨2 |ϵ/λ4 (k4; q4) (p/1 − k/3) ϵ/λ3 (k3; q3)| 1] /t

− e2 ⟨2 |ϵ/λ3 (k3; q3) (p/1 − k/4) ϵ/λ4 (k4; q4)| 1] /u.
(66)

通过恰当选择 q3, q4，可以发现仅当 λ3 与 λ4 不同时候，不为 0. 而

iM−++− = 2e2
⟨24⟩2

⟨13⟩⟨23⟩
(67)

iM−+−+ = 2e2
⟨23⟩2

⟨14⟩⟨24⟩
(68)

所以
1

4

∑
|M|2 = 2e4

(
t

u
+

u

t

)
(69)

而由
dσ
dΩ =

1

64π2s

pf
pi
|Mfi|2 (70)

得到
dσ

d cos θ =
2πα2

s

1 + cos2 θ
sin2 θ

(71)
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