
第五、六周作业参考答案

党金龙

2023 年 11 月 8 日

习题 1
证明关于泡利矩阵的如下公式：

exp
[
−i σ⃗ · n̂

2
θ

]
= 1 cos θ

2
− iσ⃗ · n̂ sin θ

2
(1)

exp
[
σ⃗ · n̂
2

ϕ

]
= 1 cosh ϕ

2
+ σ⃗ · n̂ sinh ϕ

2
(2){

σi, σj
}
= 2δij1 (3)

其中 n̂ 是单位矢量，θ 和 ϕ 是实数。

解：

可以验证

σiσj = δij1 + iϵijkσk (4)

于是

{σi, σj} = 2δij1 (5)

同时
(σ⃗ · n̂)2 = n̂iσin̂jσj

= n̂in̂j

(
δij1 + iϵijkσk

)
= n̂in̂jδ

ij1

= 1

(6)

所以

exp
[
−i σ⃗ · n̂

2
θ

]
=

∞∑
k=0

(−i)k

k!

(
σ⃗ · n̂
2

)k

θk

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!

(
σ⃗ · n̂
2

)2k

θ2k − i

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!

(
σ⃗ · n̂
2

)2k+1

θ2k+1

=1
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!

(
θ

2

)2k

− iσ⃗ · n̂
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!

(
θ

2

)2k+1

=1 cos θ
2
− iσ⃗ · n̂ sin θ

2
.

(7)
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代入 θ = iϕ 得到

exp
[
σ⃗ · n̂
2

ϕ

]
= 1 cosh ϕ

2
+ σ⃗ · n̂ sinh ϕ

2
(8)

习题 2
证明 SU(2) 的旋量表示（自旋 1/2 表示）的复共轭表示是等价表示，即存在 S，使得

UR(n⃗, θ) = SU∗
R(n⃗, θ)S

† (9)

其中

UR(n⃗, θ) = exp
[
−i σ⃗ · n̂

2
θ

]
(10)

找出 S。

解：

可以验证如下性质

σ⃗∗ = −σ2σ⃗σ2 (11)

则

σ2UR(n⃗, θ)σ
2 =

∞∑
k=0

1

k!
σ2 (−iσ⃗ · n̂)k σ2

(
θ

2

)k

=
∞∑
k=0

1

k!
(iσ⃗∗ · n̂)k

(
θ

2

)k

= UR(n⃗, θ)
∗

(12)

或者由习题 1 结论
σ2UR(n⃗, θ)σ

2 = 1 cos θ
2
− iσ2(σ⃗ · n̂)σ2 sin θ

2

= 1 cos θ
2
+ iσ⃗∗ · n̂ sin θ

2

= UR(n⃗, θ)
∗

(13)

因此

S = σ2

习题 3
验证泡利矩阵满足

σµ
αβσµ,γδ = 2ϵαγϵβδ (14)

其中 σµ = (1, σ⃗) ，ϵαβ 是完全反对称的二阶张量，ϵ12 = 1。
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解：

注意到

Tr{σi} = 0 (15)

和
1

2
Tr{σiσj} = δij (16)

对任意的二阶复矩阵，可写成

M =Mµσµ (17)

则
Mab =Mµσµ,ab =

1

2
Tr(M)σ0,ab −

1

2
Tr(Mσi)σi,ab

=
1

2
Mcdδdcδab −

1

2
Mcdσ

i
dcσi,ab

⇒σi
dcσi,ab = δabδdc − 2δacδbd

(18)

所以

σµ
αβσµ,γδ = δαβδγδ+σ

i
αβσi,γδ = δαβδγδ+(δαβδγδ − 2δαδδβγ) = 2 (δαβδγδ − δαδδβγ) = 2εαγεβδ (19)

习题 4
从洛伦兹群的旋转生成元 J 和 boost 生成元 K 出发，定义一组新的生成元：

J+ =
1

2
(J+ iK), J− =

1

2
(J− iK), (20)

计算 J+ 和 J− 的自身及其相互对易关系。

解：

通过 [
Ji, Jj

]
= iεijkJk[

Ji,Kj
]
= iεijkKk[

Ki,Kj
]
= −iεijkJk

(21)

可得 [
Ji±, J

j
±
]
= iεijkJk±[

Ji+, J
j
−
]
= 0

(22)

习题 5
计算如下 gamma 矩阵的迹：

Tr[a/b/c/], Tr[a/b/c/d/], Tr [a/b/c/d/γ5] , (23)
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解：

由于
Tr [γµγνγρ] = Tr [γ5γ5γµγνγρ]

= −Tr [γ5γµγνγργ5]

= −Tr [γ5γ5γµγνγρ]

= −Tr [γµγνγρ]

(24)

则

Tr [γµγνγρ] = 0 (25)

Tr[a/b/c/] = 0 (26)

由于

Tr [γµγνγργσ] = 2ηµν Tr [γργσ]− Tr [γνγµγργσ]

= 2ηµν Tr [γργσ]− 2ηµρ Tr [γνγσ] + Tr [γνγργµγσ]

= 2ηµν Tr [γργσ]− 2ηµρ Tr [γνγσ] + 2ηµσ Tr [γνγρ]− Tr [γνγργσγµ]

= 8 (ηµνηρσ − ηµρηνσ + ηµσηνρ)− Tr [γµγνγργσ]

= 4 (ηµνηρσ − ηµρηνσ + ηµσηνρ)

(27)

则

Tr[a/b/c/d/] = 4[(ad)(bc)− (ac)(bd) + (ab)(dc)]. (28)

由于

Tr [γµγνγργσγ5] = −4iϵµνρσ (29)

Tr [a/b/c/d/γ5] = −4iϵµνρσaµbνcρdσ (30)

习题 6
分别计算如下外尔场和狄拉克场的能量动量张量：

L = iψ†
Rσ

µ∂µψR , L = ψ̄iγµ∂µψ −mψ̄ψ (31)

解：

对于外尔场的能量动量张量：

T µν =
∂L

∂ (∂µψR)
∂νψR + ∂νψ†

R

∂L

∂
(
∂µψ

†
R

) − Lgµν

= ψ†
Riσ

µ∂νψR − gµνiψ†
Rσ

µ∂µψR

(32)

对于狄拉克场的能量动量张量：

T µν =
∂L

∂ (∂µψ)
∂νψ + ∂νψ̄

∂L
∂
(
∂µψ̄

) − Lgµν

= ψ̄iγµ∂νψ − gµνψ̄iγµ∂µψ + gµνmψ̄ψ

(33)
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习题 7
内部对称性和时空对称性之外的一个有趣推广是超对称。考虑如下包含复标量场和外尔

旋量场的拉氏量：

L0 = ∂µϕ
∗∂µϕ+ iψ†

Lσ̄
µ∂µψL + F ∗F (34)

其中 F 是辅助复标量场，其运动方程为 F = 0。

问题 (a)

• 证明这个拉氏量在如下超对称变换下不变：

δϕ = −iηTσ2ψL, δψL = ηF + σµ∂µϕσ
2η∗, δF = −iη†σ̄µ∂µψL (35)

其中 ηa, a = 1, 2 是一个二分量的复格拉斯曼数，即满足反对易条件的数 ηaηb = −ηbηa。

解：

可验证

δ (∂µϕ
∗∂µϕ) = i

(
∂µψ

†
Lσ

2η∗
)
∂µϕ+ (∂µϕ

∗)
(
−iηTσ2∂µψL

)
(36)

δ
(
ψ†
Liσ̄µ∂µψL

)
=
(
F ∗η† + ηTσ2σν∂νϕ

∗) iσ̄µ∂µψL + ψ†
Liσ̄µ

(
η∂µF + σνσ2η∗∂µ∂νϕ

)
=iF ∗η†σ̄2∂µψL + i∂µ

[
ηTσ2σν σ̄µ (∂νϕ

∗)ψL

]
− iηTσ2σν σ̄µ (∂ν∂µϕ

∗)ψL

+ iψ†
Lσ̄

µη∂µF + iψ†
Lσ̄

µσνσ2η∗∂µ∂νϕ

=iF ∗η†σ̄2∂µψL + i∂µ
[
ηTσ2σν σ̄µ (∂νϕ

∗)ψL

]
− iηTσ2

(
∂2ϕ∗)ψL

+ iψ†
Lσ̄

µη∂µF + iψ†
Lσ

2η∗∂2ϕ

(37)

δ (F ∗F ) = i
(
∂µψ

†
L

)
σ̄µηF − iF ∗η†σ̄µ∂µψL (38)

于是得到

δL = i∂µ
[
ψ†
Lσ

2η∗∂µϕ+ ψ†
Lσ̄

µηF + ϕ∗ηTσ2 (σµσνσν − ∂µ)ψL

]
(39)

为一个全导数项。

问题 (b)

• 上述拉氏量对应的是自由理论。可以加入场的更高阶项引入相互作用。证明如下相
互作用拉氏量仍然在超对称变换下不变：

L = L0 +

(
F
∂W [ϕ]

∂ϕ
+
i

2

∂2W [ϕ]

∂ϕ2
ψT
Lσ

2ψL + c.c.
)

(40)

其中 W [ϕ] 是一个关于 ϕ 的任意的复函数。对于最简单例子 W = gϕ3/3，计算 ϕ 和 ψL 所满

足的场方程。
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解：

δLint =δ

(
F
∂W [ϕ]

∂ϕ
+
i

2

∂2W [ϕ]

∂ϕ2
ψT
Lσ

2ψL + c.c.
)

=− iη†σ̄ · ∂ψL
∂W

∂ϕ
+ F

∂2W

∂ϕ2

(
−iηTσ2ψL

)
+
i

2

∂2W

∂ϕ2
ψT
Lσ

2
(
ηF + σ · ∂ϕσ2η∗

)
+
i

2

∂2W

∂ϕ2
(ηF + σ · ∂ϕσ2η∗)Tσ2ψL +

i

2

∂3W

∂ϕ3

(
−iηTσ2ψL

) (
ψT
Lσ

2ψL

)
+ c.c.

=− i

(
η†σ̄ · ∂ψL

∂W

∂ϕ
− ∂2W

∂ϕ2
η†(σ2)TσT · ∂ϕσ2ψL

)
+
i

2
F
∂2W

∂ϕ2

(
ψT
Lσ

2η − ηTσ2ψL

)
+
i

2

∂3W

∂ϕ3

(
−iηTσ2ψL

) (
ψT
Lσ

2ψL

)
+ c.c.

=− i∂µ

(
η†σ̄µψL

∂W

∂ϕ

)
+
i

2

∂3W

∂ϕ3

(
−iηTσ2ψL

) (
ψT
Lσ

2ψL

)
+ c.c.

=− i∂µ

(
η†σ̄µψL

∂W

∂ϕ

)
+

1

2

∂3W

∂ϕ3
ηTσ2ψLψ

T
Lσ

2ψL + c.c.

=∂µ

(
−iη†σ̄µψL

∂W

∂ϕ
+ c.c.

)

(41)

其中第二步是依据

ψTAη∗ =
(
ψTAη∗

)T
= −η†ATψ (42)

其中第三步是依据

ηTAψ = ηaAabψb = −ψb

(
AT

)
ba
ηa = −ψTATη (43)

和

σ2σµσ2 = σ̄µ (44)

其中最后一步是依据

(ψLψ
T
Lσ

2ψL)a = (ψL)a(−i(ψL)1(ψL)2 + i(ψL)2(ψL)1) = −i(ψL)a(ψL)1(ψL)2 = 0 (45)

因 (ψL)1(ψL)1 = (ψL)2(ψL)2 = 0

对于 W = gϕ3/3，

Lint = gFϕ2 + igϕψT
Lσ

2ψL + c.c. (46)

通过其场方程 F + g (ϕ∗)2 = 0 约去 F，

Lint = −g (ϕ∗)2 ϕ2 + igϕψT
Lσ

2ψL + c.c. (47)

L = ∂µϕ
∗∂µϕ− g (ϕ∗ϕ)2 + ψ†

Liσ̄ · ∂ψL + ig
(
ϕψT

Lσ
2ψL − ϕ∗ψ†

Lσ
2ψ∗

L

)
(48)

场方程为
∂2ϕ+ 2gϕ∗ϕ2 + igψ†

Lσ
2ψ∗

L = 0

iσ̄ · ∂ψL − 2igϕ∗σ2ψ∗
L = 0

(49)
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习题 8
设 ψR 是一个右手外尔旋量场，证明如下量在旋转变换下是一个空间矢量：

ψ†
Rσ⃗ψR (50)

解：

由
e

i
2
θσj

σke−
i
2
θσj

=

(
1 cos θ

2
+ iσj sin θ

2

)
σk

(
1 cos θ

2
− iσj sin θ

2

)

=

σk j = k

σk cos θ − ϵjklσ
l sin θ j ̸= k

(51)

则

ψ†
Rσ⃗ψR → ψ†

Re
i
2
θn̂·σ⃗σ⃗e−

i
2
θn̂·σ⃗ψR (52)

在旋转变换下与空间矢量一致。

习题 9
定义如下的矩阵：

Sµν =
i

4
[γµ, γν ] (53)

验证其满足洛伦兹群的李代数关系：

[Sµν , Sρσ] = i (gνρSµσ − gµρSνσ − gνσSµρ + gµσSνρ) (54)

解：

注意到 Sµν = −Sνµ,

[Sµν , Sρσ] =− 1

16
[γµγν − γνγµ, γργσ − γσγρ]

=− 1

16
(γµγνγργσ − γνγµγργσ − γµγνγσγρ + γνγµγσγρ

−γργσγµγν + γργσγνγµ + γσγργµγν − γσγργνγµ)

(55)

当 µ ̸= ν ̸= ρ ̸= σ 时，[Sµν , Sρσ] = 0;
当 µ = ρ ̸= ν ̸= σ 时，[Sµν , Sρσ] = 1

4
{γµ, γρ}γνγσ = −igµρSνσ;

当 µ = ν 或 ρ = σ 时，[Sµν , Sρσ] = 0;
那么

[Sµν , Sρσ] = i (gνρSµσ − gµρSνσ − gνσSµρ + gµσSνρ) (56)
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